Dzien 1 - Model liniowy
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Model liniowy

Wersja pdf Uwaga: niektore rysunki sa blednie przesunigte.

Rozwazamy wplyw zbioru k& zmiennych Xi,..., X; na zmienng Y. Nalezy wprowadzi¢ do modelu jak
najwieksza liczbe zmiennych niezaleznych oraz powinny si¢ w nim znalez¢ zmienne silnie skorelowane ze
zmienna zalezna i jednoczesnie jak najstabiej skorelowane migdzy soba.

Liniowy model regresji wielowymiarowej:

Y=0+5 Xi+0-Xo+...+ 0 Xy te
Bi - wspdlezynniki regresji (parametry modelu) opisujace wplyw i-tej zmiennej. € - sktadnik losowy.

Zaltadujmy pakiety i pewna ramke danych:

library(tidyverse)

devtools: :install_github("kassambara/datarium")
data("marketing", package = "datarium")

head (marketing)

##  youtube facebook newspaper sales

## 1 276.12 45.36 83.04 26.52
## 2  53.40 47.16 54.12 12.48
# 3 20.64 55.08 83.16 11.16
## 4 181.80 49.56 70.20 22.20
## 5 216.96 12.96 70.08 15.48
## 6 10.44 58.68 90.00 8.64

Ramka marketing opisuje wydatki na reklame w poszczegélnych mediach oraz zyski ze sprzedazy. Naszym
celem zbadanie wplywu wydatkéw na wyniki sprzedazy.

Sprawdzmy co otrzymamy w R:

model <- 1lm(sales ~ youtube + facebook + newspaper, data = marketing)
final<-summary (model)
final



© model list [12] (53: Im) List of length 12

coefficients double [4] 3.52667 0.04576 0.18853 -0.00104
residuals double [200] 1.891-2.325 -3.609 1.083 -0.346 -6.334 ...
effects double [200] -237.970 69.087 -47.177 0.357 -0.861 -5.935 ...
rank integer [1] 4
fitted.values double [200] 24614.814821.115815.0..,
assign integer [4] 0123
qr list [3] (53: qr) List of length 5
df.residual integer [1] 1496
xlevels list [0] List of length O
call language Im{formula = sales ~ youtube + facebook + newspaper, data = marketing)
terms formula sales ~ youtube + facebook + newspaper
model list [200 x 4] (53: data.frame) A data.frame with 200 rows and 4 columns
Rysunek 1:
##
## Call:

## 1m(formula = sales ~ youtube + facebook + newspaper, data = marketing)
##
## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -10.5932 -1.0690 0.2902 1.4272 3.3951

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 3.526667 0.374290 9.422 <2e-16 ***
## youtube 0.045765 0.001395 32.809 <2e-16 *x*
## facebook 0.188530 0.008611 21.893 <2e-16 ***
## newspaper -0.001037 0.005871 -0.177 0.86

## ———

## Signif. codes: O 'xxx' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 2.023 on 196 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8956
## F-statistic: 570.3 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

Widok w RStudio:
Strona w dokumentacji o funkcji 1m - link.
Sprawdzmy typ:

class(model)

## [1] "1m"

class(final)

## [1] "summary.lm"

Wspétczynniki w modelu

Zapiszmy nasz model w postaci:

y=XB+e,


https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.5.2/topics/lm

Mame Type Value

@ final list [11] (53: surnmary.lm) List of length 11 =
call language Im(formula = sales ~ youtube + facebook + newspaper, data = marketi...
terms formula zales ~ youtube + facebook + newspaper
residuals double [200] 1.891 -2.325 -3.600 1.083 -0.346 -6.334 ...
coefficients double [4 x 4] 3.53e+00 4.58e-02 1.89e-01 -1.04e-03 3.74e-01 1.39e-03 8.61e-03 5.87e-0...
aliased logical FALSE FALSE FALSE FALSE
sigma double [1] 2022612
df integer [3] 41964
r.sguared double [1] 0.8972106
ad)j.r.squared double [1] 0.8936373
fstatistic double [3] 570 3 196
cov.unscaled double [4x 4] 342e-02 -7.79e-03 -3.27e-04 -1.73e-04 -7.79e-05 4.76e-07 -1.09e-07 -7.9...

Rysunek 2:

gdzie:

Y1 X0 X1 Xy o0 Xy Bo €1

Y2 Xog Xo1 Xoo - sz b1 €2

y=1 A= : : : SRR Al PSRRI

Yn Xno X1 Xp2 0 Xy Bp En
Na mocy konwencji x;0 = 1 dla wszystkich i = 1,...,n. Wtedy Sy jest wyrazem wolnym. Mozemy tez zapisaé
nastepujaco:

i =Bo+Xibr+XixBo+ ...+ Xipfp +i, i=1,...,n.

Zazwyczaj taki uktad rownan nie ma rozwiazania. Naszym zadaniem jest znalezienie mozliwych wektoréw g,
ktoére “daja najlepsze dopasowanie”. Innymi stowy, musimy “matematycznie” rozwiaza¢ problem znalezienia

3 = argmin S(p),
B

n p
S(B) =3 "lui = > Xi|” = |lv - X8
i=1 =0

Rozwigzaniem jest: .
p=(XTX)"1XTy.

Dowéd: wiki lub dowolny “dobry” podrecznik do zaawansowanej analizy matematycznej lub/i statystyki.

Jak to policzy¢ dla ramki marketing?

x<-cbind(rep(1,200) ,as.matrix(marketing[,c(1,2,3)]1))
y<-as.matrix(marketing[,c(4)])
betah = solve(t(x) %*% x) %*% (t(x) %*% y)

betah
## [,1]
## 3.526667243

## youtube 0.045764645
## facebook  0.188530017
## newspaper -0.001037493


https://en.wikipedia.org/wiki/Ordinary_least_squares

model$coefficients

## (Intercept) youtube facebook newspaper
## 3.526667243 0.045764645 0.188530017 -0.001037493

summary (model) $coefficients[,1]

## (Intercept) youtube facebook newspaper
## 3.526667243 0.045764645 0.188530017 -0.001037493
coef (model)

## (Intercept) youtube facebook newspaper

## 3.526667243 0.045764645 0.188530017 -0.001037493

betah-model$coefficients

## [,1]
#i# -6.838974e-14
## youtube 2.428613e-16
## facebook -3.885781le-16
## newspaper 5.861197e-16

Odchylenie standardowe regresji

Dopasowane wartosci (przewidywane wartosci) - wartosci otrzymane poprzez model:
g=Xf=Py, P=XXTX)"'xT.

Zrébmy to w R:

yh<-x %*7, betah

p<—x %*% solve(t(x) %% x) %% t(x)
yh2<- p %*% v
yh3<-model$fitted.values
head(cbind(yh,yh2,yh3))

## yh3
## 1 24.62877 24.62877 24.62877
## 2 14.80543 14.80543 14.80543
## 3 14.76920 14.76920 14.76920
## 4 21.11740 21.11740 21.11740
## 5 15.82641 15.82641 15.82641
## 6 14.97402 14.97402 14.97402

Zauwazmy, ze PX = X oraz PX — X = 0. Niech M = I,, — P. Wtedy M X = 0. Macierz M nazywamy
macierza anihilujaca.

W R mamy:
head(p %*% x)

## youtube facebook newspaper
## [1,] 1 276.12 45.36 83.04
## [2,] 1 53.40 47.16 54.12
## [3,1 1 20.64 55.08 83.16
## [4,] 1 181.80 49.56 70.20
## [5,] 1 216.96 12.96 70.08
## [6,] 1 10.44 58.68 90.00



head (x)

## youtube facebook newspaper
## [1,] 1 276.12 45.36 83.04
## [2,] 1 53.40 47.16 54.12
## [3,] 1 20.64 55.08 83.16
## [4,] 1 181.80 49.56 70.20
## [6,] 1 216.96 12.96 70.08
##t [6,] 1 10.44 58.68 90.00
m<-diag(200)-p
head(m %*% x)
## youtube facebook newspaper
## [1,] -1.882175e-16 -1.170453e-13 -2.310565e-14 5.541834e-14
## [2,] 2.740863e-16 4.223288e-13 -4.801715e-15 4.510281e-15
## [3,] -1.526557e-15 2.353673e-13 -4.754530e-14 1.862399e-14
## [4,] -2.359224e-16 2.091660e-13 -1.249001e-15 4.567874e-14
## [5,] 1.023487e-16 -3.175238e-14 -2.490369e-14 7.316370e-14
## [6,] -1.242062e-15 3.108624e-13 -3.716472e-14 5.159762e-14
Teraz mozemy obliczy¢ reszty (residua):

e=y—j=y-Xp=My=MXp+e
W R wyglada to nastepujaco:
eh<-y-yh
head(eh)
#it [,1]
## [1,] 1.8912307
## [2,] -2.3254258
## [3,] -3.6092049
## [4,] 1.0826046
## [5,] -0.3464062
## [6,] -6.3340172
quantile(eh)
## 0% 25% 50% 75% 100%
## -10.5932245 -1.0689763 0.2901621 1.4271824 3.3950671
quantile(model$residuals)
## 0% 25% 50% 75% 100%
## -10.5932245 -1.0689763 0.2901621 1.4271824 3.3950671
quantile (summary (model) $residuals)
## 0% 25% 50% 75% 100%
## -10.5932245 -1.0689763 0.2901621 1.4271824 3.3950671
Dzieki resztom mozemy estymowaé wariancje:

2o ff _My™y y"™MTMy _y"My _ S(B)
n—p n—p n—p n—p n-p

) =(MX)B+ Me = Me.




U nas n = 200 i p = 4 (liczba zmiennych plus 1 zgodnie z konwencja). Liczba n — p odpowiada “w ujeciu
statystycznym” liczbie stopni swobody.
W R mamy:

s2<- t(eh) %*% eh /196
s2<-as.numeric(s2)
sqrt(s2)

## [1] 2.022612

sigmah2<-196/200%*s2
sqrt (sigmah?2)

## [1] 2.002284

52 jest nieobcigzonym estymatorem wariancji przy uzyciv metody najmniejszych kwadratéw. 62 jest obcigzonym
estymatorem wariancii przy usyciu metody najmniejszej wiarygodnosci. Czesciej jest usywane s2.

summary (model) $sigma

## [1] 2.022612

52 nazywa sie odchyleniem standardowym skladnika resztowego, bledem standardowym regresji, odchyleniem

standardowym regres;ji. . .

“Dobro¢” dopasowania

Wspbdlezynnik determinacji:

o 20—y _y'PTLPy | y'My . SSR_ SSM

CXwi-v? y'Ly Ly SST  SST’
gdzie L = I,, — 117 /n, a 1 to macierz wymiaru n x 1 sktadajaca si¢ z samych jedynek. SST - catkowita
(totalna) suma kwadratéw, SSR - suma kwadratéw reszt (bledéw), SSM - skorygowana suma kwadratéw
dla modelu.

W R mamy:

ym=mean (y)
ssm<-sum( (yh-ym) ~2)
sst<-sum((y-ym) ~2)
r2<-ssm/sst

r2

## [1] 0.8972106

one<-matrix( rep( 1, 1len=200), nrow = 200)
1<-diag(200)- one %*J, t(one) /200
t(y) Ux%h t(p) Ux% L Uxhop %xhy / (e(y) Yx% 1 Y% y)

#i [,1]
## [1,] 0.8972106
1- t(y) %% m Y%xl y /CeCy) %x% 1 Uxl o y)
## [,1]
## [1,] 0.8972106

summary (model) $r.squared

## [1] 0.8972106



Skorygowany wspélczynnik determinacji:

Bo1-01-r)" 2
n—p
W R mamy:
ro2<-1-((1-r2)*(199/196))
ro2

## [1] 0.8956373

summary (model) $adj.r.squared

## [1] 0.8956373

F-test

Powtérzmy i wprowadzmy nowe oznaczenia:

e n - liczba obserwacji

o p - liczba parametréw regresji (w modelu liniowym to liczba zmiennych objasniajacych+1 zgodnie z
konwencja)

e SSM - skorygowana suma kwadratéw modelu

SSM =Y (5 —79)*
i=1

ssm<-sum( (yh-ym) ~2)
ssm

## [1] 6998.866
o SSR (SSE) - suma kwadratéw reszt, btedéw

n

SSR =" (v — §:)’

i=1

ssr<-sum((y-yh) ~2)
ssr

## [1] 801.8284

o SST - skorygowana totalna (calkowita) suma kwadratéw

n

SST = Z(yi -7)°

=1

sst<-sum((y-ym) ~2)
sst

## [1] 7800.694

Zachodzi réwnosé:

SSM + SSR = 85T

ssm+ssr

## [1] 7800.694



o DFM - skorygowane stopnie swobody modelu (u nas w modelu liniowym liczba zmiennych objasniaja-
cych), DFM =p—1

e DFFE - stopnie swobody btedu, DFE =n—p

e DFT - skorygowane totalne (calkowite) stopnie swobody, DFT =n — 1

Zachodzi:
DFM + DFE = DFT.

o MSM - érednia kwadratéw modelu, MSM = SSM/DFM

msm<-ssm/3
msm

## [1] 2332.955
o MSE - $rednia kwadratéw bledéw, MSE = SSR/DFE

mse<-ssr/196
mse

## [1] 4.090961

o MST - totalna (catkowita) $rednia kwadratéw, M ST = SST/DFT

mst<-sst/199
mst

## [1] 39.19947

F-test dla regresji wielowymiarowej

Hy : pr=P2=...=Pp-1=0
H,: B; # 0 dla co najmniej jednego j.
Wyliczamy statystyke:
MSM "wyjasniona wariancja”

F = =
MSE  hiewyjasniona wariancja”

f<-msm/mse
f

## [1] 570.2707

summary (model) $fstatistic

## value numdf dendf
## 570.2707 3.0000 196.0000

Statystyka ta podlega rozkladowi F-Snedecora z p — 1 i n — p stopniami swobody. Ustalamy a = 0, 05.
qf (0.95, 3, 196)

## [1] 2.650677

Jedli wartos¢ statystyki jest wicksza kwantylowi, odrzucamy hipoteze zerowa. W przeciwnym wypadku
przyjmujemy hipoteze zerowa.

W naszym wypadku odrzucamy hipoteze zerowa. Innymi stowy, odrzucamy hipoteze ze wydatki na reklamy
na poszczegdlne media nie maja wplywu na sprzedaz.

Obliczmy wartos¢ p:



p<-1-pf (£, 3,196)
p

## [11 O

fstat<-summary (model)$fstatistic
1-pf(fstat[1], fstat[2],fstat[3])

## value
## 0
W naszym wypadku jest to “bliskie” zeru, wiec mozemy przyjaé, ze si¢ zgadza.

Jedli p < a odrzucamy Hj przyjmujac Hi. W przeciwnym wypadku nie ma podstaw by odrzucié¢ Hy.

t-test

Przypomnijmy, ze
f=(XTX)"1XTy.

Wariancja wektora wspélczynnikéw:
(VAR)(B) = o*(XTX)".
Zamieniajac na estymator nieobcigzony:
(VAR)(B) = s*(XTx)~!
By otrzymaé odchylenie standardowe poszczegdlnych wspoétczynnikéw, wybieramy elementy na gléwnej

przekatnej ostatniej macierzy i potem je pierwiastkujemy.

v<-82 * solve(t(x) %*% x)
v

## youtube facebook newspaper
## 0.1400929170 -3.188728e-04 -1.338587e-03 -7.092255e-04
## youtube -0.0003188728 1.945737e-06 -4.470395e-07 -3.265950e-07
## facebook -0.0013385874 -4.470395e-07 7.415335e-05 -1.780062e-05
## newspaper -0.0007092255 -3.265950e-07 -1.780062e-05 3.446875e-05

vcov (model)

#Hit (Intercept) youtube facebook newspaper
## (Intercept) 0.1400929170 -3.188728e-04 -1.338587e-03 -7.092255e-04
## youtube -0.0003188728 1.945737e-06 -4.470395e-07 -3.265950e-07
## facebook -0.0013385874 -4.470395e-07 7.415335e-05 -1.780062e-05

## newspaper -0.0007092255 -3.265950e-07 -1.780062e-05 3.446875e-05
varbeta<-sqrt(diag(v))

sqrt (diag(vcov(model)))

## (Intercept) youtube facebook newspaper

## 0.374289884 0.001394897 0.008611234 0.005871010

summary (model) $coefficients[,2]

## (Intercept) youtube facebook newspaper
## 0.374289884 0.001394897 0.008611234 0.005871010



Statystyke ¢t okreslamy nastepujaco:

t= f
(VAR)(B)
tstat<-betah/varbeta
tstat
## [,1]
## 9.4222884
## youtube  32.8086244
## facebook 21.8934961
## newspaper -0.1767146
summary (model) $coefficients[, 3]
## (Intercept) youtube facebook newspaper

##  9.4222884 32.8086244 21.8934961 -0.1767146

Na koniec liczymy odpowiednie prawdopodobietistwo (liczba stopni swobody to n — p):

2 * pt(abs(tstat), 196, lower.tail = FALSE)

## [,1]
## 1.267295e-17
## youtube 1.509960e-81
## facebook 1.505339e-54
## newspaper 8.599151e-01

summary (model) $coefficients[,4]

## (Intercept) youtube facebook newspaper
## 1.267295e-17 1.509960e-81 1.505339e-54 8.599151e-01

Test t pozwala zweryfikowaé istotno$é¢ oszacowania parametru dla kazdej ze zmiennej objasniajace;j.
Ho : ﬁi =0
Hy : Bi #0

Jedli prawdopodobieristwo jest mniejsze niz poziom ufnosci (domyslnie o = 0,05) to odrzucamy Hy na rzecz
H; (odpowiednia zmienna obja$niajaca ma wplyw na zmienna objasniana). W przeciwnym wypadku nie
mamy podstaw do odrzucenia Hy (brak wplywu).

W rozwazanym przykladzie jedynie w przypadku zmiennej newspaper przyjmujemy Hy. Nie jest zatem
znaczaca w modelu regresji wielokrotnej. Oznacza to, ze w przypadku ustalonej kwoty budzetu reklamowego

youtube i facebook zmiany w budzecie reklamowym newspaper nie wplyna znaczaco na wyniki sprzedazy.
Mozemy zatem zmienng newspaper usunaé z modelu:

model2 <- lm(sales ~ youtube + facebook, data = marketing)

summary (model2)

##

## Call:

## 1lm(formula = sales ~ youtube + facebook, data = marketing)
##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -10.5572 -1.0502 0.2906 1.4049 3.3994

##
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## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

## (Intercept) 3.50532 0.35339 9.919 <2e-16 **x

## youtube 0.04575 0.00139 32.909 <2e-16 *x*x

## facebook 0.18799 0.00804 23.382 <2e-16 **x

## -—-

## Signif. codes: O '*x*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 2.018 on 197 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8962
## F-statistic: 859.6 on 2 and 197 DF, p-value: < 2.2e-16

Inne zapisy

W R mozemy wywola¢ modele nieco inna sktadnia:

model3 <- lm(sales ~., data = marketing)

summary (model3)

##

## Call:

## 1lm(formula = sales ~ ., data = marketing)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -10.5932 -1.0690 0.2902 1.4272 3.3951

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 3.526667 0.374290 9.422 <2e-16 *x**
## youtube 0.045765 0.001395 32.809 <2e-16 *x*
## facebook 0.188530 0.008611 21.893 <2e-16 *x*x*
## newspaper -0.001037 0.005871 -0.177 0.86

## ———

## Signif. codes: O 'xxx' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 2.023 on 196 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8956
## F-statistic: 570.3 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

model4d <- Ilm(sales ~. -newspaper, data = marketing)
summary (model4)

##

## Call:

## lm(formula = sales ~ . - newspaper, data = marketing)
##

## Residuals:

## Min 1Q  Median 3Q Max

## -10.5572 -1.0502 0.2906 1.4049 3.3994

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 3.50532 0.35339 9.919 <2e-16 *xxx
## youtube 0.04575 0.00139 32.909 <2e-16 *xxx*
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## facebook 0.18799 0.00804 23.382 <2e-16 *xx*

## ——-

## Signif. codes: O '***x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 2.018 on 197 degrees of freedom

## Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8962

## F-statistic: 859.6 on 2 and 197 DF, p-value: < 2.2e-16

model5 <- Ilm(marketing$sales~ marketing$youtube + marketing$facebook)
summary (modelb)

##

## Call:

## lm(formula = marketing$sales ~ marketing$youtube + marketing$facebook)
##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -10.5572 -1.0502 0.2906 1.4049 3.3994

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)

## (Intercept) 3.505632 0.35339 9.919 <2e-16 *x*x

## marketing$youtube 0.04575 0.00139 32.909 <2e-16 *x*x

## marketing$facebook 0.18799 0.00804 23.382 <2e-16 **x*

## ——-

## Signif. codes: O '**xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 2.018 on 197 degrees of freedom

##
##

Multiple R-squared: 0.8972, Adjusted R-squared: 0.8962
F-statistic: 859.6 on 2 and 197 DF, p-value: < 2.2e-16

Zalozenia modelu

Istnienie: Dla kazdej kombinacji wartosci zmiennych objaéniajacych Xi, Xo, ..., X}, zmienna obja-
$niana Y jest (jednoznaczna) zmienng losowa z okreslonym rozkladem prawdopodobienstwa posiadaja-
cym skonczona warto$é oczekiwang i wariancje.

Kontrolowanie wartosci czynnikéw: Zmienna losowa jest zmienna Y, podczas gdy zmienne
X1, Xo,..., Xk sa zmiennymi (nielosowymi) kontrolowanymi.

Liniowo$¢: zmienna Y jest liniowg kombinacjg zmiennych Xi, Xo, ..., Xj.

Niezalezno$é: Obserwacje zmiennej objasnianej Y sg od siebie niezalezne, tzn. poszczegdlne obserwacje
zmiennej Y nie zalezg od wartosci otrzymanych wczesniej.

Stalo$é rozproszenia (homoscedastycznosé): Wariancja (warunkowa) zmiennej Y dla dowolnej

ustalonej kombinacji zmiennych X7, Xs, ..., Xj jest taka sama (jednorodna) dla wszystkich rozkladéw
warunkowych
Normalno$é¢: Dla dowolnej ustalonej liniowej kombinacji zmiennych X, X, ..., X, zmienna Y ma

rozklad normalny

Na koniec

https://sadlaff.files.wordpress.com/2014/02/sad-laff-working-from-home-jokel-e1392532216836.jpg

https://imgs.xked.com/comics/sustainable.png
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